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Parie I. Résultats préliminaires 


1.1 Soit z = x + iy un nombre complexe fixé. 


r a [ 

1.1.1 On a, pour tout t € 1R + , \e~ zt \ = e~ xt . Si x f 0, alors Va > 0, / e~ xt d t = — (1 — e~ xa ), si x = 0, 

J o * 

\e~ zt \ = 1. Donc la fonction t i-a e~ zt est intégrable sur 1R + si et seulement si, x = Re(z) > 0. 

1.1.2 Soit 7 un réel non nul. Posons f(t) = cos( 7 1 ) pour tout t G IR. Si lim /(f ) existe et vaut L, alors 

t — >-+oo 

pout toute suite (rtn) ng j\f tendant vers +oo, la suite de terme général f(u n ) converge vers L. Mais 

la suite de terme général u n = —nir tend vers +oc, cependant la suite image de terme général 

7 

f(u n ) = (— l) n est divergente, ce qui prouve que / n'a pas de limite en +oo. 

De même on montre que la fonction t i-a sinfqf) n'admet pas de limite en +oo, en conséquence la 
fonction t i-a e~ iyt = cos(yf) — i sin (yt) possède une limite que si y = 0 . 


1.1.3 Pour tout a > 0, on a 

e~ zt dt = -(l-e~ az ) 

• Si x est non nul, lim |e az \ = lim e ax existe et vaut 0 si et seulement si, x > 0. 

a — >-+oo a— >•+ oo 

• Si x = 0 ( donc y f 0 car z est non nul ), lim e~ az = lim e~ my n'existe pas. 

a— >-+oo a — >-+oo 



En conclusion, l'intégrale 



e zt d t converge si et seulement si, Re(z) > 0 et dans ce cas 



1 

z 


1.2 Soit / G (IR + , C) et 2 0 € C. 

1.2.1 La fonction t i-A e~ zot f(t) étant continue sur 1R + , donc sa primitive F sur 1R + est dérivable sur 1R + 
et pour tout x > 0, F'(x) = e~ z ° x f(x), et comme x i-a e~ z ° x f(x ) est continue F est ^ sur 1R + . 
D'autre part, on a lim F(x) existe car la fonction t i-t e~ zot f(t) a une intégrale convergente, donc 

x — >+oo 

F est bornée sur 1R + . 

1.2.2 F étant bornée sur IR + , donc il existe M > 0 tel que Vf G 1R + , \F(t)\ < M. Donc 

Vf > 0, \e-( z ~ zo)t F(t)\ < Me- Re ( z ~ zo)t , 

et comme la fonction t i-a e - Re ( z ~ z o)f es f intégrable sur 1R + , il est de même de la fonction t i-a 

e -(z-z 0 )t_F(f). 
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1.2.3 Soit A > 0, on a : 


[ A e~ zt f(t)dt = [ A e -(*-*o)t e -*>t/(t) dt 

J 0 J 0 

/■A 

= [ e -(^o Y F (t)}$ + (z-zo) / e~( z ~ zo)t F{t) dt 

J o 

p A 

= e-( z ~ Zo)A F(A) + (z- zo) / e" (z “ 2o)t F(t) dt, car F(0) = 0. 

J o 

On obtient donc par passage à la limite, quand A tend vers +oo, l'égalité demandée ( car F est 
bornée ) : 


P+OO 


r+oo 

e~ zt f(t) d t = (z- z 0 ) / e^ z - z ^F(t) dt, 
J o 


p+oo 


donc / e zt f(t) dt est bien convergente. 

J o 

1.3 Un lemme de Littlewood 

1.3.1 On obtient à l'aide d'une intégration par parties : 


(ax — t)i/j"(t) dt = [(ax — t)V’ , ]“ æ + / ip'(t)dt 

J X 

rax 

= — (a — l)xip'(x) + / il)'(t)dt 
J X 

= — (a — l)x^/(x) + ijj(ax) — i[>(x). 


D'où la formule 


rax 

V’(ax) — ip(x) = (a — l)x^//(x) + / (ax — t)i>" (t) dt 

J X 

1.3.2 D'après ce qui précède, on peut écrire : 

|x/(x)| < 


1 (|^(ax)| + IV’(x)l) + 1 


1 — a 


1 — a 


(ax — t)ip"(t) dt 


< 


2 f x 

sup \ip(t)\ + / (t - ax)\-ip" (t)\ dt 

1 ® t€[0,a:] J ax 


Mais i>"(t) < pour tout t > 0 et si t G fax, x], < , - 0 . On obtient donc : 

t z t z (axr 


(t — ax)|^> ,/ (t)| dt < 


M 

(ax)" 


F 


\1 - a) 2 


axt ) dt = Af- „ 

2 / 2a 2 


D'où 


2 1 — a 

|æV’ / (x)| < sup |V>(t)l + -rr^r M 


1 — a 


t€[0,a;] 


2a 2 


1.3.3 Soit £ > 0 donné. Il existe ao €]0, 1[ tel que - — ^-M < D'autre part, ip est prolongaeble par 

2a 0 2 

continuité en 0 ( par 0 ), donc il existe r) > 0 tel que 0 < x < rj entraîne |u’(x)| < ^ Q ° ^. L'inégalité 

(*) qui est vraie pour tout a e]0, 1[, entraîne |x-0'(x)| < e dès que x e]0, rj[, donc lim x^'(x) = 0. 

a;— >-0+ 
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Parie IL Exemples et propriétés de la transformée de Laplace 


2.1 D'après ce qui précède, la fonction t i-+ e~- 2 ~ A É- a une intégrale convergente si et seulement si, Re(z-X) > 
0, autrement dit la fonction L(f\)(z) existe si et seulement si, Re(z) > Re(X). Donc L(f\) est définie sur 
{z € C/Re(z) > Re{ A)}, de plus 

r+oo I 

L(h)(z)= e- (, - X) ‘d t= r . 

J 0 Z — A 


2.2 Abscisse de convergence 

Soit E = {Re(z)/L(f)(z) existe}. La propriété est évidente si E est vide on prend donc a = +oo, si E est 
non vide deux cas sont possibles : 

• Si E est non minoré, on prend a = — oo. Alors L(f ) serait définie sur tout le plan complexe. 

• Si E est minoré, on prend a = inf E. En effet, soit xq > a et z = x + iy tel que x > xq, alors la 
fonction t 1 — > f(t)e~ zt à une est intégrale convergente sur ]0, +oo[ ( d'après la question 1.2.3), d'où 

x € E. 

On en déduit E = [a, +oo[ si a € E et E =]<r, +oo[ sia ^ E. 

2.3 Quelques propriétés 

r+oo 

2.3.1 D'après 1.2.3, on a L(f)(z) = (z - zq) / e~^ z ~ m>S>t F(t) d t. La fonction z i-A 2 : — zq est continue sur 

J 0 

C. La fonction F est de classe 'tâ 1 et bornée sur ]R + par M. La fonction (f) : ( z , t ) -+ e~^ z ~ z °' >t F(t) est 
continue sur H(a(f)) x 1R + , et : 

\<Kz,t)\ < Me-( x ~ xo)t < Me~ {a ~ xo)t 


pour tout z tel que Re(z) = x > a > Re(zo) = xq. 

La fonction majorante ne dépend pas de z et est intégrable sur IR + . Le théorème de continuité des 
intégrales à paramètres affirme que L(f ) est continue pour tout z tel que Re(z) > a. Donc, puisque 
la notion de continuité est une notion locale, L(f ) est continue sur ll(u(/)). 

2.3.2 Toujours d'après 1.2.3, on a : 


Lf(x,y ) = L{f){x + iy) 


r+oo 

(. z-z 0 ) / e- (z ~ zo)t F(t)dt 

J 0 


dL 

Montrons que / est sur il j, pour cela il suffit de montrer que les dérivées partielles -y- 


et 


existent et sont continues sur il j. 

La fonction (x,y) >-+ z — zq est de classe c éi x sur IR 2 . Soit maintenant, avec y fixé, la'pplication : 


dL f 

dy 


g : (x,t) >-+ e ( z z ° >t F{x) 


g est continue sur IR x 1R + . Elle admet une dérivée partielle par raport à x et : 

= - tg(x,t ) 

qui est continue sur le même domaine. De plus : 


dg ( , 


< Mte~^ x ~ ao)t < Mte~^ a ~ ao)t 
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pour tout z tel que Re(z) = x > a > Re(zo) = oo- Cette dernière fonction est intégrable sur 1R + . Le 
théorème de dérivation des intégrales à paramètres affirme que Lf est de dérivable par rapport à 
x (cette dérivée partielle étant continue) pour tout z tel que Re(z) > a. Donc, puisque la notion de 

dL 

dérivabilité est une notion locale, existe et est continue sur YUaif )) et : 

f)T r~\~oo r+oo 

i J-L{x,y) = e-^ z - Zo)t F[t) dt - {z - zq) / te-( z ~ Zo)t F(t)dt (*). 

9x J o J o 

Soit A > 0 donné. 


' o 


e -( z -zo)t F ( t ) dt = 


e -(z-Zo)t 

z- Z 0 


m 


+ 


0 


z - Zo Jo 


[ A e~ zt f(t)dt 
J 0 


En prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient, car F( 0) = 0, Re(z) > Re(zo) et F majorée 
sur 1R + : 


r'+oo 


e -( z ~z 0 )i F ( t ) dt = _L 

z- zo Jo 


+oo 


e~ zt f(t)dt (1). 


D'autre part, une primitive de t m- (z — zo)e : " z Z(1>l sur IR + est t M- — — — Z ° ^ ~*~ e (z z ° )l . Donc : 


z - z 0 


(. z - zo)te-( z - Zo)t F(t ) dt = 


+ 


' F (t) (J z -^ t + 1 e ~^yt 
\ z- Zo 

[ A Ç z - zo)t + l e _ {z _ zo) t e _ zot f^ dt 


J 0 


J 0 Z- Zo 

Pour les mêmes raisons, en prenant la limite lorsque A tend vers l'infini, il vient : 


r+oo 


r+oo 

{z - zo)e-^- zo ^F(t) dt = 

J o 


Z- Zo 

D'où, en tenant compte des relations (1) et (2) et de l'égalité (*) : 


{z Zo)t+ l e - ztf ^ dt py 


dL 


dx 


r+oo 

(x,y) = - te~ zt f(t)dt. 
J o 


dLf 


Et de la même façon, on démontre l'existence et la continuité sur ]cr(/), +oo[xlR de —A avec cette 

dx 


dLf r~r°o 

fois, pour tout (x,y) €]cr(/), +oo[x!R, —J-(x,y) = —i / te~ zt f(t) dt. 

dy J o 

2.3.3 Soit x > a (/). On sait que L(f ) est de classe 1 sur ]<r(/), +oo[ et que : 


r*+00 


) = - te xt f(t ) dt = —L(t H- t/(t))(x). 

Jo 

La fonction 1 i-+ t/(t) est un élément de f C(IR 1 , C). La même démonstration que celle de la question 
précédente où / a été remplacé par t i-+ t/(t) donnera que L(f) est de classe sur +oo[ et 
que : 

r+oo 

L (f)"(x)= t 2 e~ xt f (t) dt. 

J o 
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Une démonstration par récurrence montre que L(f) est de classe 't? 00 sur ]cr(/), +oo[ et que pour 
tout p G IN : 

r+oo 

L(f)<*)(x) = (-iy / Pe-^mdt. 

J o 

2.3.4 On sait que pour tout x et xq dans ]<x(/), +oo[ : 

r+oo 

L{f) (x) = (x - x 0 ) / e-^- x ^F(t) d t, 

J o 

où F continue, majorée sur 1R + par M et F( 0) = 0. Soit e > 0. Par continuité de F, il existe a > 0 tel 

que 0 < x < a =>■ \F(x)\ < 

On a aussi : 


/»+oo rcx. /»+o o 

/ e- {x ~ Xo)t F(t) dt = / e~^ x ~ x °^ t F(t) dt + / e - t{x ~ Xo)t F (t) dt 
J 0 ./O 4a 


Or, si x > xq : 


et 


Ainsi : 


e -( x ~ x o ) F ( t ) dt 


r+oo 


e -(x-xo)_p( f ) dt 


fl- e - “( x-x °) 
— 2 l x — xo 

g— a(æ— xo) 
X — Xq 


< M- 


|L(/)(x)| < - + M e -< X ~ X ^ 


Or pour cet a fixé, lim e = 0. Il existe donc ^4 > 0 tel que x > ^4 => Me a(<x x °^ < 

x— >-+oo 2 

Finalement, pour 0 > A, il vient |L(/)(x)| < e. 

D'où : 


lim L(/)(x) = 0. 

>-oo 


2.4 Un exemple 

t 1 2 

2.4.1 On a cos t = 1 — — + o(t 2 ), donc 


1 — cos t 1 


t 2 


= - + o(l), ainsi la fonction te se prolonge par - en 0. 


f+oo 


Puisque w se prolonge par continuité en 0, les deux intégrales 


1 — cos t 

T 2 


r+oo 


dt et 


1 — cos t 


t 2 


dt 


sont de même nature. Or pour tout t > 1, 


1 — cos t 


t 2 


< ^ et par conséquent 


'■+ 00 1 — cos t 


1 


t 2 


dt existe. 


r+°® ^ — cos t 

il est de même de / ~ 2 dt. Ceci montre que la transformée de Laplace de w existe en 0, et 

J o f 

en tenant compte de la définition de a(w), on a donc nécessairement a(w) < 0. 

2.4.2 D'après l'étude précédente, L(w) admet une dérivée seconde sur ]0, +oo[ avec Vx > 0, L(w)"(x) = 

r+oo 

/ (1 — cost)e~ xt dt. 

J o 

Les calcules montrent que 


L{w)"{x) 



cos t)e xt d t 


1 

x(x 2 + 1) 
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2.4.3 On trouve L{w)'{x) = ln(x) — i ln(l+x 2 ) + a et L{w){x) = xln(x) — ^xln(l+x 2 ) — arctan(x) + ax+/3 


avec a et j3 sont des réels. 


( X 
ln , 

1 _|_ x 2 


+ a + (3, donc nécessairement a = (3 = 0. 


D'où 


L(vj)(x) = xln(x) — -xln(l + x 2 ) — arctan(x). 


2.5 Un théorème de Césaro 

2.5.1 h étant continue par morceaux sur [0, 1] donc bornée par un certain M > 0, il est de même da la 
fonction t i-g h{e~ xt ) car si t > 0, e~ xt décrit l'intervalle [0, 1]. Ainsi pour tout t > 0, 

\ e ~ xt g(t)h{e- xt )\ < Me~ xt g{t). 

Donc la fonction t i-t e~ xt g(t)h(e~ xt ) est intégrable sur [0, +oo[. 

2.5.2 Soit x > 0. Avec le changement de variable u = e xt , on a : 

rl / — ln u ' 


xL(g)(x) = g 
J o 


x 


du 


et 


f + °° f ' 1 ( — lin/' 

/ e~ xt g{t)h(e~ xt ) df = / h(u)g ( ) du. 

I o Jo \ x 


f — ln u \ 

D'après les hypothèses lim + J g ( — - — J du — 1 = 0. Maintenant pour tout k G IN, on a 


A X (x k )- r u k du = [ l 

J o J o 


-lnu 

g | ) - 1 


dit 


k + 1 


f o L 


-Int 

g I - — — 1 - 1 


( k + l)x 


Ainsi lim ( A r (X k ) — [ u k du j = lim 

æ— >- 0+ \ v ; J o J x^o+k + l 


»! r 


— Int 
( k + l)x 


dt avec t = u k+1 
— 1 1 dt = 0. Donc 


lim A x {X k ) = / t k dt, 
a;->-0+ J o 

puis on conclut par linéarité de l'opérateur A x . 

2.5.3 D'après le théorème de Weier strass, il existe une suite de polynômes ( IN qui converge unifor- 
mément vers h sur [0,1]- On a alors pour n G IN : 


A x (h) — f h(u)du 

J o 


< |A iT (/ï) — A x (P n )\ + 


A x(P n ) - f Pn(u ) du 
Jo 


+ 


( Pn(u ) -h{u)) drt 


Or 


r~roo 

\A x (h) - A x (P n )\ < sup \h(u) - P n (u)\x l e~ xt g{t) dt = sup \h{u) - P n {u)\xL{g){x) , 
«e[o,i] Jo ue[o,i] 

donc lim A x (h) — A x (P n ) = 0. Les autres termes convergent vers 0 d'après le résultat de la question 

x — >-0 

2.5.2 et la convergence uniforme. D'où 

lim A x {h) = f h(t) dt. 

£->■0+ J o 
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2.5.4 Calculons A x (hi) : on a pour tout x > 0, 


A x (hi) = g 


1 / — ln u 


1 1 / — ln u 


/ ~9 
' I u 


h\ ( u ) du 


du 


= — x 


s> 


dt, avec t = 


— lnu 


x 


D'où 


g(t)dt = -A x (hi). 


1 f a 

Ainsi, pour tout a > 0, on a - / g(t) dt = Ai (h\ ) et donc 

a J o 

lim - f g(t)dt= lim A x (h\) = f h\(t) dt = [ln t] \ 
a — »+oo o J g x— >0+ J o e 

Parie III. Comportement au voisinage de l'originie 


= 1. 


3.1 Soit / € (1R + , C). 

rx 

3.1.1 Soit H(x) = / f(t)dt avec x > 0. H est sur [0, +oo[ et admet une limite finie en +oo, donc 
J o 

bornée sur [0, +oo[. Pour tout x > 0, la fonction t i — > F(t)e~ xt est intégrable sur ]0,+oo[ et 


lim F[t)e xt = 0, donc par une intégration par parties. Va; > 0, 

t — >-+oo 


d'où 


n - |-oo rn-oo 

/ (F(t)-L(f)(0))e~ xt dt = [(F(t)-L(f)(0))e- xt }+°°+ f(t)e~ xt dt 

J o J o 

r+oo 

= / f{t)e~ xt dt — L(/)(0) 

J o 

r+oo 

L(f)(x ) - L(/)( 0) = x / (F(t) - L(f)(0))e- xt dt. 

J o 


3.1.2 On sait que lim F(t) = L(/)( 0), donc pour tout e > 0, il existe A > 0 tel que | F(t) — L(f)( 0)| < e 

t — >-+oo 


dès que t > A. D'autre part, pour x > 0, on a : 


x 


r+oo 

/ (F(t) — L(f)(0))e~ xt dt 

J o 


< 


< 


< 


:/ (F(t) — L(f)(0))e~ xt df 
■h 

; [ (F(t) — L(f){0))e~ xt dt + ex [ 
J 0 JA 

; [ A (F(t)-L(f)(0))dt 
■h 


x / (F(f) — L(f)(0))e~ xt dt 


e~ xt d t 


r-\- oo 

inégalité qui montre que xt-+x (F(t) — L(f)(0))e~ xt dt tend vers 0 en 0 + , il est de même de la 

J o 

fonction x i-t L(f)(x) — L(f)( 0), c'est à dire 


lim 

x — >-0+ J o 


r+oo r+oo 

/ e~ xt f{t)dt= f{t)dt. 

J o J o 
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3.2 La fonction t \-a e lt répond à la question. 

3.3 Théorème de Tauber 

3.3.1 II existe A > 0 tel que |t/(t)| < 1 dès que x > A, et soit z € C tel que x = Re(z) > 0. Alors pour tout 

e~ tx e~ tx 

t > A, on a |e _i2 /(t)| < et comme la fonction t est intégrable sur [A, +oo[, car x > 0, 


p- l-oo p- 

donc l'intégrale / e~ tz f(t) d t existe, il est de même de l'intégrale 

JA J 0 

t e~ zt f(t ) est continue sur [0, A] ). Donc a(f) < 0. 

3.3.2 Soit e > 0 fixé. Il existe A > 0 tel que x > A => |t/(t)| < e. On a donc : 


e tz f(t ) d t ( la fonction 


\tf(t)\dt = - [ \tf(t)\dt + - [ \tf(t)\dt < - [ \tf(t)\dt + 
a J 0 a J A a J 0 


(a — A) 


1 f A 1 f a 

Mais lim - / \tf{t)\ dt = 0, donc l'inégalité précédente montre que lim - / \tf(t)\dt = 0. 

a — >-+oo Ci J Q a — ^+CXD Ci J Q 

3.3.3 Une étude simple de la fonction u tp(u) = u — e~ u + 1, montre que ip(u) > 0 pour tout u € IR. 

3.3.4 Soit a et x des réels strictement positifs, on peut écrire : 

/‘H-oo ra pa r- |-oo 

/ f(t)e~ xt dt- / f(t)dt < (l- e - xt )\f(t)\dt+ \f(x)\e~ xt dt 

J 0 J 0 J 0 Ja 

pa /*+oo 

< X / t\f(t)\dt+ / \f(t)\e~ xt dt 
J 0 J a 


<x dt + sup \tf(t)\- 

J 0 t>a O® 


r+oo 

/ f(t)e~ xt dt < 
J a 


I tf(t)\—j-dt 


< sup|t/(t)| 
t>a 


^*+00 


~ ax I 

= sup|f/(f)| <sup|f/(t)| — 

t>a t>a 


D'où l'inégalité demandée : 


/ f{t)e xt d t- / f(t)dt <x / \tf(t)\ dt + sup \tf(t)\ — . 

Do J 0 J 0 t>a ax 

3.3.5 L'inégalité précédente reste vraie pour a = — ; on obtient donc : 


f(t)e ° dt- / f(t)dt <- / \tf (t)| dt + sup \tf (t)|. 


Soit maintenant e > donné. D'après les données et le résultat de la question 3.3.2, il existe aç, > 0 tel 
que pour tout a > a o, on a : 

1 £ 

- \tf(t)\dt<- 
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et 

sup|t/(i)| < 

t>a 1 

Ainsi, pour tout a > üq, on obtient : 


r+o o ra 

/ f(t)e~dt- f(t)dt 

J o J o 

f° 

On en déduit que si lim L(f)(x) = n, alors lim / f(t)dt 

x— >0+ a— >+oo J g 


< c. 


= A 


Parie IV. Une généralisation du théorème de Tauber dans le cas réel 


4.1 La fonction f\ est continue sur IR + ( c'est une fonction de classe A 1 ), donc par opérations les fonctions 
/ 2 et f 3 sont continues sur ]0, +oo[. 

px 

Il existe a x €]a,x[ tel que fi(x) = / tf(t)dt = xa x f(a x ), ceci montre que que lim f 2 (x) existe. De 

J 0 I-S-0+ 

même fidx) = —fi(a x ), donc lim fs(x) existe car 0 < — < 1. 

X Æ-S-0+ x 

4.2 pour tout x > 0 et t > 0, on a \ fi{x)\ < Mx et donc \f 2 (t)e~ xt \ < Me~ xt ; donc lim f- 2 {t)e~ xt = 0. 

x — >-+oo 

4.3 L'inégalité précédente \f 2 {t)e~ xt \ < M er xt montre que la fonction t i-a / 2 (f)e _xt est intégrable sur [0,+oo[ 
et ceci pour tout x > 0, donc <r(/ 2 ) < 0. 

ç — Xt e ~Xt 

D'autre part, \ fs{x)e~ xt \ < M — — e f l a fonction t i-a — — est intégrable ( par exemple ) sur tout [1, +oo[, 

donc t i-A fs{t)e~ xt est intégrable sur [1, +oo[ et même sur [0, +oo[, car elle est continue sur [0, 1] ( par 
prolongment ). Donc o(fs) < 0. 


4.4 On remarque que / 2 est dérivable est que f2( x ) 
par parties donne : 


xf[(x) - /lQ) 
™2 


/(.x) — f:\ix) et donc une intégration 


x 



d t 


- [ V f 2 (t)(e~ xt y dt 
J U 

-[f 2 (t)e~ xt ] v u + f (/(t) - f 3 (t)) dt 
J U 

f 2 (u)e- xu - f 2 (v)e~ vx + r f(x)e~ xt dt - f f 3 (x)e~ xt dt 

J U J U 


ce qui entraîne évidement l'égalité en question. 

Puisque les fonctions t i-a f 2 (t)e~ xt et t ^ f 3 {t)e~ xt sont intégrables sur [0, +oo[, la limite de la quan- 
tité à droite ( l'égalité précédente ) existe lorsque le couple (u, v ) tend vers (0, +oo), donc l'intégrale 

+oo 

f{t)e~ xt df existe et ceci pour tout x > 0, par conséquent a(f) < 0. De plus, le passage à la limite 
entraîne : 


Vx > 0, L(f)(x) = xL{f 2 )(x) + L(fs)(x). 


4.5 
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4.5.1 D'après le lemme de Littelwood, il suffit donc de montrer que la fonction x \-+ x 2 L(f)"(x) est bornée 

/ +oo 

t 2 e~ xt /(t) d t et donc 


f+oo 

\x 2 L(f)"(x)\ < sup |t/(t)| / x 2 te~ xt dt 

t> 0 J 0 

r+oo 

Or / x 2 te~ xt dt = [— (xt + l)e^ -x ^]o"°° = 1, donc x i-t x 2 L(f)"(x) est bornée, et par conséquent 

J o 


lim xL{f)'(x) = 0. 

a;— >-0+ 

4.5.2 Pour tout x > 0, on a 


r+oo 

xL(g)(x) = x I e~ xt g{t)dt 

J o 


- gr 

r+oo ^ p+oo 

— X 

/ 0 1V1 J 0 

= 1 + T 7 xL U)'{ x ) 


f+oo f+OO 

/ e~ xt dt — — tf(t)e~ xt dt 

J o MJ o W 


Donc 


M 


lim xL(g)(x ) = 1 + — lim xL(fY(x ) = 1. 
#—>•0+ M ^o+ 


i r x 

4.5.3 D'après le théorème de Césaro, puisque lim xL(g)(x) = 1, on a lim — / g(t)dt = 1. Mais 

æ— >0+ a:— >-+oo x 

- / ff(i) dt = - dt - — — / t/(t) dt = 1 - Mxfi(x) = xf 3 (x). 
x J o æ do Mx J 0 

Donc lim xf 3 (x) = 0. 

ai— >-+oo 

4.6 Soit donc £ > 0 et A > 0 tel que |/ 2 (f)| < £ dés que t > A. Alors on peut écrire : 


|xL(/ 2 )(æ)| < 


xe xt f 2 {t)dt 


f+OO 

/ xe~ xt f 2 (t)dt 
J A 

rA p-\-oo 

< sup \f 2 (t)\ / xe~ xt dt + £ / xe~ xt dt 
te[o,A] J o J A 


< sup |/ 2 (t)|a4x + £. 
te[o,A] 

Cette inégalité montre que lim xL(/ 2 )(æ) = 0. 

a:— >0+ 

4.7 On sait que, d'après la question 4.4, que Vx > 0, L(f 3 )(x) = L(/)(x) — xL(/ 2 )(x), donc lim L(f 3 )(x) 

x— >-0+ 

existe et vaut 0 ( d'après les hypothèses lim L(f)(x) = 0 ). Le théorème de Tauber ( question 3.3 ) assure 

a:— >0+ 

f+oo 

que / f 3 (t) dt existe et égale à 0, car lim xf 3 (x) = 0. 

J o z-s-o+ 
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4.8 On a 



car /2(0) = 0 et lim /^(x) = 0. Donc L(/)( 0) = 0. 

x — ^-)-oo 

4.9 Considérons la fonction / définie sur ]0, +oo[ par t >-)• f(t ) = ô{t) — pe _t . La fonction / vérifie les 
conditions suivantes : 


la fonction ^ tf(t) = — fite * est bornée sur ]0, + 00 [, 


la fonction x i-t 


/»+oo /»+oo 

/ f(t)e~ xt dt = / ^(tje-^dt- 
40 40 


x + 1 


tend vers 0 lorque x tend vers 0 + . 


Donc, d'après ce qui précède, L(f)( 0) existe vaut 0, c'est à direL(çi)(0) existe et vaut //. 
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